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Résumé 
La compatibilité entre les écritures des équations d’un système appliqué en particulier au calcul numérique 
n’est que rarement discutée alors que le calcul ignore la notion d’approximation. Quelle physique 
correspond à la résolution du système, si la cohérence entre équations et hypothèses restrictives n’est pas 
assurée ? Nous nous intéressons ici principalement au rôle de la pression dans l’équation d’énergie compte 
tenu des hypothèses usuelles de dilatation indépendante de la pression et de champs solénoïdal. Il apparait 
que la réalité physique n’est pas correctement traduite par les systèmes d’équations réduits couramment 
utilisés dans la bibliographie, d’où la nécessité d’utiliser un code de résolution « exacte » pour ce type 
d’écoulement de gaz à masse volumique variable. 
Abstract 
Compatibility between the formulations of the equations of a system applied in particular to the numerical 
calculation is only rarely discussed whereas the calculation ignores the concept of approximation. What 
physics corresponds to the resolution of the system, if consistency between equations and restrictive 
assumptions is not assured? Here, we are focusing on the role of the pressure in energy equation given 
within usual assumptions as pressure independent expansion and solenoïdal fields. It would appear that 
physical reality is not correctly translated by a set of reduced equations as commonly used in the 
bibliography, that requires to use a code with “exact” resolution for this type of variable density gas flow. 
Mots clefs  : équation des gaz dilatables, variation de volume isobare, champ solénoïdal.  
1 Introduction 
L’outil de calcul numérique permet de résoudre les équations qui ne décrivent que la physique qui 
correspond exactement à leur formulation. Cette physique peut être plus ou moins éloignée de la situation 
réelle qui elle, est traduite par les équations exactes non simplifiées. En effet, la notion d’approximation telle 
qu’utilisée pour l’analyse physique expérimentale est étrangère à ce processus de résolution numérique. Pour 
le calcul, un terme « négligé » est un terme nul, s’il représentait un phénomène physique non prépondérant, 
ce phénomène physique n’existe pas.  
Cette difficulté existait aussi pour la démarche expérimentale qui consistait par exemple à simuler les 
écoulements atmosphériques en stratification instable dans des canaux à eau dont la salinité variable simulait 
la stratification thermique. Il s’agissait d’écoulement en convection mixte, globalement les comparaisons « 
atmosphère in situ » et simulation hydraulique en laboratoire convenaient.  
A notre connaissance et en ce qui concerne les écoulements en convection libre dont en cavité fermée, il 
n’existe pas d’études expérimentales détaillées de bilans locaux comparant des essais réalisés avec un liquide 
(eau) en similitude avec des essais réalisé avec un gaz (air). Qu’en est-il donc du point de vue de la réalité 
physique des hypothèses, en particulier de l’hypothèse d’un champ des vitesses solénoïdal, ou (et) de celle 
qui consiste à décorréler la pression des autres grandeurs d’Etat, auquel cas le gaz ne peut répondre qu’à une 
variation de volume isobare ? 
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L’hypothèse de dilatation-contraction isobare est couramment pratiquée sur le plan numérique appliquée aux 
gaz. Puisque les résultats prédits par les équations ne sont pas forcément la représentation de la physique qui 
n’était qu’approchée, ces calculs numériques simulent davantage un écoulement liquide qu’un écoulement de 
gaz. En conséquence les comparaisons de modèles numériques sur les mêmes approximations ne peuvent 
qu’être bonnes, aux erreurs logicielles près. Elles ne répondent pas au problème de la validité de l’hypothèse 
émise. 
Des développements rigoureux étaient donnés par les mécaniciens de l’atmosphère qui explicitaient très bien 
la démarche : déviation par rapport à un champ aérostatique et adiabatique, simplification à faible nombre de 
Mach pour l’équation d’énergie (par exemple Coleman [1]). Plus tard, des études phénoménologiques 
utilisant des développements en petites variations avaient tenté de quantifier et classifier les approximations 
du type Boussinesq [2] (Gray et ali [3] et Rey [4]). Nous notons dans la bibliographie plus récente que les 
auteurs s’interrogent de plus en plus sur la validité des hypothèses couramment admises, en particulier sur le 
rôle du travail des forces de pression et de la dissipation dans l’équation d’énergie (Kuiken [5], Joshi [6], 
Costa [7, 8], Pons et Le Quéré [9, 10, 11]). Cependant ces mêmes auteurs restreignent leur analyse à celle 
d’un écoulement d’un gaz ne répondant qu’à une variation de volume indépendante de la pression dite 
dilatation « isobare » (la dilatation dite isobare est généralisée dans tout le champ quelque soit la pression, les 
variables P d’une part et ρ(T) d’autre part sont indépendantes).  
Les équations traitées, écrites sous forme adimensionnelles sont-elles bien en cohérence avec les 
simplifications énoncées ? Les conditions initiales des calculs sont elles réalistes sur le plan de l’aérostatique 
d’un gaz au repos ? Si non, quel est le fluide qui correspond aux résultats des calculs ? 
Nous reprenons ici les bases physiques de l’établissement des équations en donnant la cohérence nécessaire 
entre équations et hypothèses simplificatrices. Toutes les équations sont données en grandeurs 
dimensionnelles, de façon à mieux mettre en évidence les phénomènes physiques explicités où ignorés. 
2 Considérations générales  
Dans le cas général de l’hypothèse du continu (analyse macroscopique) il s’agit de résoudre un système de 6 
équations, 6 inconnues scalaires. Remarquons tout de suite qu’il n’est pas possible de calculer si la loi d’état 
n’est pas explicitée. De même il n’est pas possible d’utiliser à la fois une loi d’état et une loi de dilatation 
isobare (hypothèse courante en convection naturelle, il y aurait une équation en trop). Cela qui signifie que la 
loi de dilatation isobare tient lieu de loi d’état, l’application en est très restreinte et perd son caractère de 
généralité. Il ne faut donc pas conserver pour les autres équations leur écriture générale, mais examiner 
comment elles sont réduites par l’application de l’hypothèse énoncée. Cela est essentiel dans le cas d’études 
par expérimentation numérique, l’outil numérique n’intégrant pas la notion d’approximation : un mécanisme 
physique ignoré n’est pas négligé, il n’existe pas ! 
Nous nous intéressons ici aux écoulements de gaz en convection libre, pour lesquels de nombreuses 
questions restent posées, mais les équations qui suivent ne sont pas restreinte à ce type d’écoulement. 
2.1 Equation du mouvement et buoyancy 
Il ne peut y avoir poussée sur un corps baigné que si le champ baignant est tel que la pression n’est pas 
uniforme. En effet l’intégrale des pressions extérieures sur la surface du corps baigné serait nulle si ces 
pressions étaient constantes. La poussée, force de gravité ne peut donc être exprimée qu’en écrivant le champ 
des vitesses comme une déviation d’un champ aérostatique au repos dont les grandeurs aP , aρ , aT  varient 
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Si on considère l’écriture dite de Boussinesq (Boussinesq 1903) couramment admise pour l’application 








, ρ0=constante, T0=constante)= 





















   (2) 
où ijτ  est donné par l’hypothèse d’un gaz newtonien à propriété physiques constantes, les conditions 
























   (3) 
Ces conditions précisent ici la notion couramment utilisée de « en 1ere approximation ». Notons que les 
équations étant alors écrites pour l’analyse phénoménologique et l’analyse physique expérimentale, certains 
auteurs utilisent la loi d’état des gaz parfaits en même temps que l’approximation isobare : 

































  (5) 
Équation qui a été mise à profit pour définir les nombres caractéristiques adimensionnels tels que, par 
exemple le nombre de Rayleigh, qui compare la buoyancy à la force d’inertie, est qui est à la base de 
nombreuses analyses phénoménologiques (le dernier terme est souvent supprimé par l’hypothèse d’un champ 
des vitesses solénoïdal). 
2.2 Equation d’énergie 













−+= τβρ     (6) 
Il est évident que puisqu’il était nécessaire d’écrire une équation du mouvement en déviation par rapport à un 
champ aérostatique au repos, il faut ici aussi écrire une équation de déviation. En effet cela permet de bien 
différencier le travail des forces de pression de celui de forces de buoyancy. Cette équation est pour un fluide 
à propriétés physiques constantes : 





















τρβρββρ  (7) 
Pour les gaz parfait βT=βaTa=1. 
2.3 Hypothèses simplificatrices : variation de volume isobare et champs de 
vitesse solénoïdal 
2.3.1 Variation de volume isobare - Préliminaires 
Examinons la démarche qui conduit à l’établissement de l’équation (6) de façon à savoir si cette démarche 
est compatible avec l’hypothèse : 
En reprenant d’abord le cas d’un gaz dont la loi d’état s’exprime sous la forme f(ρ,P,T)=0, les coefficients 
calorimétriques sont définis par (Watzky [12]) : 
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Ce qui donne pour la forme générale de l’équation d’énergie enthalpique : 
( ) ( )P P ij ij j R
j
dT dP
c l d q q
dt dt x
ρ ρ τ ∂= − + − +
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Expression qui est couramment écrite dans la bibliographie suivant :  
( )VdPTdTCdH P β−+= 1      (14) 
Les expressions (13 ou 14) justifient l’écriture de l’équation (6). 
Qu’en est-il si la loi d’État est réduite à une loi de dilatation isobare ? 
Alors seule l’équation (8) peut être écrite, sous réserve de la dépendance de Q d’avec la pression. Le 
coefficient CV n’existe pas (à volume constant T est constant !). En conséquence la formulation générale (6) 
ne peut être utilisée sans en vérifier auparavant son applicabilité. 
2.3.2 Variation de volume isobare – Equation d’énergie compatible 
Si la pression P est décorrélée des grandeurs d’état ρ et T, qu’en est-il de l’échange de chaleur Q(P,T) ?  
Dans un premier temps nous conservons la quantité de chaleur échangée avec le milieu extérieur sous la 
forme dépendant des deux variables indépendantes P et T. Alors il n’y a qu’une équation à considérer, 
l’équation (8), et deux seuls coefficients calorimétriques, Pl  et PC . Le premier principe de la 
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τρρ     (17) 
Cette équation est à rapprocher de l’équation générale (6) qui est utilisée dans la bibliographie avec 
l’hypothèse d’un gaz dont la variation de masse volumique est limitée à une transformation isobare. 
Cependant le problème de la valeur de Pl  doit être posé : 
- Rien ne permet de donner à Plρ  la valeur -βT, d’autant plus que l’écriture Q(P,T) implique un dilatation 
isobare, c'est-à-dire en suivant une ligne isobare, dans un champ de pression variable. Ce n’est pas 
l’hypothèse couramment pratiquée dans la bibliographie. 
- Si la pression P est décorrélée des grandeurs d’état ρ et T, alors l’échange de chaleur Q avec le milieu 
extérieur ne devrait pas dépendre pas de P. Comme pour les liquides, il n’existerait qu’un seul coefficient 
calorimétrique noté C sans indice, puisque l’indice P n’a plus de sens ici. En conséquence le terme dt
dPlPρ  
ne doit pas apparaître dans l’équation(17) (par extension, on pourrait écrire Pl =0, mais Pl n’existe plus). 
Cela conduit à la même expression que pour les échanges de chaleur dans les liquides où P n’apparaît pas 
dans l’équation d’énergie. 
2.3.3 Champ des vitesses solénoïdal – Equation d’énergie compatible 
L’équation de continuité est réduite à la divergence de la vitesse nulle. Avec la relation de dilatation isobare 
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Ce qui signifie que si l’écoulement est stationnaire, le gradient de température est toujours perpendiculaire au 
vecteur vitesse. 
La pression étant indépendante de la température suivant l’équation (4), si l’écoulement est stationnaire et le 
fluide non visqueux, le gradient de pression devrait toujours être perpendiculaire au vecteur vitesse. Ceci est 
évidemment contraire au bilan dynamique, ce qui montre bien que la dissipation joue un rôle important dans 
l’équation d’énergie et ne peut être négligée, et que le terme de pression n’intervient pas comme énoncé 
précédemment ( Pl =0). 
Il faut distinguer deux cas types de la bibliographie. 
- Les termes d’advection sont écrits en utilisant l’écriture d’une dérivée particulaire qui inclue la 
conservation de la masse (équation de continuité). Alors ce qui a été dit plus haut (équations 19) 
découle du système d’équation. 
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Alors rien dans le système d’équation n’indique que la masse se conserve. Pour un calcul basé sur un tel 
système, la continuité n’est pas implicite, il faut la vérifier. 
3 Conclusions 
Dans la bibliographie les auteurs prennent bien soin de préciser les hypothèses de départ utilisées pour leurs 
études par expérimentation numérique, mais ne vont pas jusqu’à se poser la question de la compatibilité entre 
toutes les équations de leur système. Avec un peu plus de rigueur sur les considérations thermodynamiques 
de base, nous mettons en évidences quelques incohérences dans les systèmes d’équations le plus couramment 
utilisés en calcul numérique appliqués à la convection naturelle des gaz chauffés. Ainsi nous posons la 
question, quelle est la physique qui est simulée numériquement ? Les approximations classiques impactent-t-
elles le résultat jusqu’à produire des conclusions qui pourraient nettement diverger de la réalité physique. 
Bien sur il s’agit de modèles qui par définition ne représentent qu’« au mieux » la réalité physique. La 
réponse à ces questions n’est pas dans la comparaison de tel ou tel codes de résolution construits sur le même 
système réduit. Il faut utiliser un code résolvant un système « exact » sans hypothèses restrictives, pouvant 
servir de référence et conduire à une évaluation précise de l’impact d’une réduction des équations sur la 
simulation d’un phénomène physique. Un code correspondant à cette résolution « exacte » a été bâti et validé 
[13] et quelques résultats significatifs sont donnés dans la seconde présentation au CFM par Barrios et al.  
Références 
[1] Coleman duP. Et Donaldson, « Construction of a dynamic model of the production of atmospheric 
turbulence ansd the dispersal of atmospheric pollutants » Workshop on Micrometeorology, Duane A. 
Haugen, Ed. American Meteorological Society 1973. 
[2] J. Boussinesq, Théorie analytique de la chaleur, Gautier Villard, vol. 2, 1903. 
[3] D. D. Gray, A. Giorgini, The validity of the Boussinesq approximation for liquids and gases, 
International Journal of Heat and Mass Transfer 19 (1976)  545-551. 
[4] C. Rey, "Analyse des effets de variation de volume des gaz dans les équations générales de bilan"; Int. J. 
Heat Mass Transfer, 43 (23) pp 4311-4326, 2000. 
[5] H. K. Kuiken, The effect of compression work on free convection in gases, Journal of Engineering 
Mathematics 5, (1971) 51-61. 
[6] Y. Joshi, B. Gebhart, Effect of pressure stress work and viscous dissipation in some natural convection 
flows, International Journal of Heat and Mass Transfer 24 (10) (1981) 1577-1588. 
[7] V. A. F. Costa, Thermodynamics of natural convection in enclosures with viscous dissipation. 
International Journal of Heat and Mass Transfer 48 (2005) 2333-2341. 
[8] V. A. F. Costa, On natural convection in enclosures filled with fluid-saturated porous media including 
viscous dissipation. International Journal of Heat and Mass Transfer 49 (2006) 2215-2226. 
[9] M. Pons, P. Le Quéré, An example of entropy balance in natural convection, Part 1: the usual 
Boussinesq equations, C. R. Mécanique 333 (2005) 127-132. 
[10] M. Pons, P. Le Quéré, An example of entropy balance in natural convection, Part 2: the thermodynamic 
Boussinesq equations, C. R. Mécanique 333 (2005) 133-138. 
[11] M. Pons, P. Le Quéré, Modeling natural convection with the work of pressure-forces, a thermodynamic 
necessity, International Journal of Numerical Methods for Heat and Fluid Flow 17 (3) (2007) 322-332 
[12] A. Watzky « Thermodynamique macroscopique » Ed. de Boek Université (2007). 
[13] H. Barrios, S. Viazzo, C. Rey, A numerical study of laminar and transitional mixed convection flow 
over a backward-facing step, International Journal Computers & Fluids, 56, 77-91, 2012.  
 
Remerciements 
A Alexandre WATZKY, pour de nombreux échanges sur la thermodynamique. 
 
